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摘要 :基于 M ichaelis2Menten方程 ,利用非线性动力学理论对太湖淡水藻类生长特性进行了研究。通过数值模拟 ,

研究了磷对藻类生长的影响 ,发现一定的初始磷浓度范围内 ,初始磷浓度越大 ,藻类生物量峰值越大且达到峰值浓

度的时间越短 ;藻类生物量最大值受最初现存量影响 ,首次达到峰值浓度的时间随最初现存量增加而提前 ,再次达

到峰值浓度的时间和最初现存量多少并无关联 ;藻类死亡率改变 ,系统性质发生改变 ,表现在磷浓度和藻类生物量

随时间改变历程及最终的稳定状态不同等方面。由此得出结论 :藻类生长过程存在稳定状态 ,且该状态和系统初

值无关 ,当系统参数发生改变时 ,稳定状态随之改变。
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　　藻类是湖泊系统中生产力的重要贡献者 ,但有

毒藻类的暴发性生长会对生态系统产生巨大危害。

藻类通过食物链将毒性传递给浮游动物、贝类、鱼类

等 ,藻毒素会对饮用水造成污染进而危害人类健康。

藻类生长具有暴发性和周期性的特点 ,所以研

究其生长特性需用数学模型解释其内在的动力学机

理。研究表明 [ 1 ] ,水华暴发具有非线性特征。关于

非线性现象的研究 ,一直都是一热点问题。1939

年 , Flem ing
[ 2 ]首次从浮游动物对浮游植物的捕食关

系入手 ,采用常微分方程模拟了浮游植物生物量随

时间变化规律。此后 ,很多研究者 [ 3—7 ]相继给出多

种浮游植物 2浮游动物的二元关系模型。从 Monod

及 M ichaelis2Menten营养状态方程出发的模型应用

十分广泛 [ 8—15 ]。Dent C L, et a l1[ 16 ]研究表明 ,非线

性模型可以描述生态系统的多稳态现象 ,更能反映

生命机理。Gregor F, et a l1[ 17 ]建立了氮、叶绿素、浮

游动物的微分方程 ,讨论了 Hopf分岔特性 ,指出简

单的非线性模型能够很好地反映系统的循环、平衡

和消失现象。W ang H L, et a l1[ 18 ]建立了两种藻类、

浮游动物的非线性模型 ,分析了其稳定性和分岔。

但这些研究针对的是海洋藻类 ,淡水藻类的研究可

参考这些方法。本文从常参数模型入手 ,以太湖蓝

藻为研究对象 ,采用非线性动力学方法研究了淡水

蓝藻生长的动力学特性。

1　模型方程

本文是太湖蓝藻暴发成因分析研究的一部分 ,

大量的太湖蓝藻研究结果表明 ,藻类生长的主要限

制性营养盐是磷 ,故本文只考虑磷的影响。采用

M ichaelis2Menten方程描述营养物限制。模型方程

如下 :

dP
d t

= Pr -αP A -γP P

dA
d t

=μmax
P

KP + P
A - ( r + l) A

(1)

式中 : P为磷的浓度 (mg/L ) ; A为藻类生物量

(mg/L) ; Pr为磷入湖量初值 (mg/L·d) ;αP为藻类

对磷的摄食率 ( / d) ;γP为磷的流失率 ( / d) ;μmax为

藻类最大比生长率 ( / d) ; Kp为半饱和常数 (mg/L ) ;

r为死亡率 ( / d) ; l为沉降率 ( / d)。

2　模型稳定性分析

令方程 1的两式右边为零 ,两式联立求得平

衡点 :
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P
3
1 =

Pr

γP

, A
3
1 = 0 ; P

3
2 =

r + l
μmax - r - l

KP ,

A
3
2 =

Pr

αP

-
r + l
μmax - r - l

KPγP

αP

为研究两个平衡点的局部稳定性 ,进行坐标变

换。令 : u = P - P
3 , v = A - A

3 ,坐标变换以后的

方程 :

du
d t

= Pr -αP (A
3

+ v) -γP ( P
3

+ u)

dv
d t

= μmax
P

3
+ u

KP + ( P
3

+ u)
(A

3
+ v) - ( r +

l) (A
3

+ v)

方程 (1)的两个方程分别对 p、对 A求导得到 :

Jacobin =

　　 -γP　　　　　 -αP

A
3μmax Kp

( Kp + P
3 ) 2　
μmax P

3

Kp + P
3 - ( r + l)

(2)

把 P
3
1 , A

3
1 带入 (2)式 :

Jacobin =

-γP　　　 -αP

0　
μmax Pr

γP Kp + Pr

- ( r + l)

Jacobin的特征值λ1, 2 = -γP ,
μmax Pr

γP Kp + Pr

- ( r +

l) 。根据稳定性理论可知 :当 r + l >
μmax Pr

γP Kp + Pr

时 ,

两个特征根都为负值 ,所以该平衡点是稳定的节点。

当 r + l <
μmax Pr

γP Kp + Pr

时 ,该平衡点是不稳定鞍点 [ 19 ]。

把 P
3
2 , A

3
2 带入 (2)式 :

Jacobin =

-γP　 -αP

(μmax - r - l) [ P r (μmax - r - l) -γP KP ( r + l) ]

μmax KPαP

0

Jacobin 的 特 征 值 λ1, 2 =

-γP ± γ
2
P - 4

P r (μmax - r - l)
2 -γP Kp ( r + l) (μmax - r - l)

μmax Kp

2
。根

据稳定性理论可知 :当 r + l <
μmax Pr

γP Kp + Pr

时 ,两个特征

根都为负值 ,所以该平衡点是稳定的节点。反之 , r +

l >
μmax Pr

γP Kp + Pr

时不稳定。选取 r + l为分岔参数 ,当

r + l通过点
μmax Pr

γP Kp + Pr

时 ,系统会发生跨临界分

岔 [ 1 ]
,利用 matlab做出分岔图。

图 1中的虚线部分表示 A的不稳定解 ,实线

表示稳定的解。从图 1可见 ,由于特征值实部

不可能为零 ,无法出现纯虚根 ,所以相轨迹不会

出 现 极 限 环。 而 当 γ2
P -

4
Pr (μmax - r - l)

2
-γP Kp ( r + l) (μmax - r - l)

μmax Kp

< 0

时 ,特征值出现虚部。解曲线会在相平面上旋转靠

近第二平衡点 ( P
3
2 , A

3
2 )。

图 1　以 r + l为分岔参数藻类浓度分岔图

Fig1 1　B ifurcation of concentration of algae with the parameter r + l

3　数值仿真

参考有关太湖数值模拟的文献进行参数取值

(表 1)。

表 1　参数意义及取值

Tab1 1　The meanings and value of the parameters

符号

Symbol

意义

Meaning

取值

Value

P r

磷初值

Initial value of phosphorus
010029mg/ (L·d)

αP

藻类对磷的摄食率

Rate of p redated phosphorus
01005 /d

γP

磷的流失率

Loss rate of phosphorus
0101 /d

μmax

藻类最大比生长率

maximum growth rate
1127 /d

Kp

吸收磷的半饱和常数

half2saturation constant for phosphorus up take
0135mg/L

r
藻类死亡率

Mortality of algal
0117 /d

l
藻类沉降率

Settling velocities of algal
01013 /d

浮游植物浓度的初值取 0105mg/L ,根据《湖泊

富营养化调查规范》[ 20 ]
,选择三种初始磷浓度进行
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模拟 : 01005 mg/L、0101 mg/L、011 mg/L ,分别代表

贫营养、中营养、富营养三种状态 ,时间步长取

0105d,画出时间历程图 (图 2)。

从图 2可以看出 ,初始磷浓度的增加对藻类增

殖有促进作用 ,随着初始磷浓度的不同 ,藻类达到峰

值浓度的时间有所不同 ,这与朱亮 [ 21 ]实验研究得到

的初始磷浓度不同时叶绿素浓度达到最大的时间即

开始进入衰亡期的时间不同的结论一致。钟远

等 [ 22 ]在太湖梅梁湾进行的现场围隔试验也表明加

磷促进了藻类增殖 ,加快了水华暴发。初始磷浓度

越大 ,达到峰值浓度的时间越短 ,即藻类生长率越

大 ,这与文献 [ 23—25 ]中当初始磷浓度不同时 ,藻类增

长速率随营养盐浓度升高而增大的结论一致。但初

始磷浓度不同 ,增殖速度的增幅不同 ,初始磷浓度由

01005 mg/L增加到 0101 mg/L时藻类增殖速度并

不快 ,而初始磷浓度为 011 mg/L时 ,很快达到最大

生物量。很多研究发现 ,磷浓度存在一适宜藻类生

长的浓度范围 ,同样是铜绿微囊藻生长的室内模拟

实验 ,易文利 [ 24 ]研究发现使藻类生物量增加较快的

总磷浓度区间为 : 0102—012 mg/L ,而陈明曦 [ 26 ]的

研究结果为 : P浓度在 0114—0162 mg/ L时 ,铜绿

微囊藻繁殖增长较快。尽管两人实验获得的浓度区

间不同 ,结合本文数值研究 ,得到如下结论 :磷对藻

类生长的影响表现之一是存在一使其增殖速度较快

的初始磷浓度区间。此外 ,初始磷浓度对藻类生物

量峰值有影响 ,虽然初始磷浓度取 01005 mg/L和

0101 mg/L时 ,藻类生物量峰值没有太大变化 ,但当

初始浓度为 011 mg/L时 ,峰值有了较大提高。郑朔

方等 [ 27 ]通过实验研究初始磷浓度对铜绿微囊藻生

长最大现存量的影响时发现初始磷浓度在 0105—

015 mg/L范围内时 ,铜绿微囊藻生长最大现存量与

磷的初始浓度之间存在较好相关性 ,当初始磷浓度

高于 015 mg/L时 ,与铜绿微囊藻生长最大现存量之

间的相关性消失。这说明在一定的初始磷浓度范围

内 ,初始磷浓度越大 ,藻类生物量峰值越大。以上

研究表明初始磷浓度对藻类生长的影响体现在藻

类达到峰值浓度的时间、增殖速度、最大现存量等

方面。

图 2　藻类浓度随时间变化曲线

Fig1 2　Time series of concentration of algae

　　但是 ,不管初始磷浓度如何变化 ,藻类生物量最

终都稳定于同一水平。这一点也可以从相轨迹图

(图 3)看出 :三种初始磷浓度下 ,藻类生物量在足够

长的时间内逐渐减少最终趋于同一稳定状态。

图 3　相轨迹图

Fig1 3　Phase space of concentration of algae

选取初始磷浓度为 012mg/L ,藻类生物量初始

值分别为 0105、015、115、410、810 mg/L ,分别代表

极贫营养、贫营养、贫中营养、中营养、富营养 [ 28 ]五

种状态 ,研究磷浓度充足时 ,藻类生物量初始值不同

时的生长情况 (图 4)。

从图 4可以看出 ,随着藻类生物量初始值增加 ,

生长期的峰值浓度随之增加 ,除了第一次达到峰值

的时间和该初始值有关 ,即初值越大则越快达到峰

值浓度 ,之后达到峰值浓度的时间长短和藻类生物

量初值大小无关。在足够长的时间后 ,五种情况下

藻类生物量最终都稳定于同一状态。表明藻类生物

量最大值受最初现存量影响 ,首次达到峰值浓度的

时间随最初现存量增加而提前 ,再次达到峰值浓度

的时间和最初现存量多少并无关联。从相轨迹图
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图 4　藻类浓度随时间变化曲线图

Fig1 4　Time series of concentration of algae

(图 5)可以看出不管初值为多少 ,最终都趋于同一

稳定状态。

根据以上的非线性动力学模型分析并进行数值

模拟 ,得到如下结论 :不管系统最初状态如何 ,只要

系统性质不变 ,即参数取值不变 ,系统最终都趋于同

一稳定状态。

再做如下模拟 ,藻类死亡率取 0117、015、0158

时 ,其他参数不变 ,初始藻类生物量取 0105mg/L,初

始磷浓度取 0101mg/L (图 6—8)。
图 5　相轨迹图

Fig1 5　Phase space of concentration of algae
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　　从图 6—8可见 ,随着藻类死亡率的改变 ,系统

性质发生了改变 ,表现在磷浓度和藻类生物量随时

间改变历程及最终的稳定状态不同等方面。随着藻

类死亡率的增大 ,藻类生物量很快稳定在一个较低

的数值上 ,而磷浓度则稳定在较高的数值上 ,且死亡

率越大 ,藻类生物量出现峰值的次数越少。当死亡

率取为 0158时 ,满足 r + l >
μmax Pr

γP Kp + Pr

,系统发生分

岔 ,根据模拟结果 ,此时藻类浓度很快为 0,即藻类

消失 ,这显然与实际不符 ,这种状态是不可能稳定存

在的 ,即稍有扰动系统状态将发生改变。由此可见 ,

藻类死亡率较高时有利于减少水华暴发次数和规

模 ,但对生态系统而言 ,则不利于生态系统的平衡和

稳定。

图 8　相轨迹图

Fig1 8　Phase space of concentration of algae

结合初始磷浓度改变和初始藻类生物量改变的

研究可知 ,在封闭系统中 ,藻类生物量和磷浓度呈周

期性变化 ,当生物量超过一特定值时 ,水华暴发 ,此

后生物量经历先减少、再增加、再减少的循环过程 ,

直至达到一平衡状态 ,而此平衡态和初始磷浓度、初

始藻类生物量无关 ,只和系统性质有关 ,即和反映系

统性质的参数取值有关。尽管实际的生态系统远不

止营养盐 2藻类这样简单的二元关系 ,而且也非封闭

系统 ,但本文的研究展示了系统内部动力学关系最

终将导致系统从无序发展为有序、从不稳定发展为

稳定的特征 ,如何创造条件改变系统性质使这种发

展加速 ,更快更好地构建稳定的生态系统是值得进

一步探讨的问题。

4　结　论

水华暴发可以看作是一种系统失稳和突变现

象 ,利用现代非线性分岔和混沌理论可以解释这类

现象。本文应用非线性理论对藻类生长进行了初步

研究 ,建立了磷和藻类生长的非线性关系 ,在此基础

上对模型方程可能的分岔行为进行了分析和讨论 ,

初步研究了营养盐对藻类生长的影响 ,研究发现藻

类最终的稳定浓度和初始条件无关 ,只和系统性质

即系统参数有关 ,因此如何创造条件改变系统性质

以构建稳定的生态系统是值得进一步探讨的

问题。
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STUDY O N CHARACTER IST IC O F AL GAE GROW TH IN TA ILAKE

BASED O N NO NL INEAR DY NAM IC ANALY S IS

ZHOU J ie
1
, ZENG Cheng

2
and WANG L ing2L ing

3

(11 College of Environm enta l Science and Engineering, Hehai U niversity, N anjing　210098;

21 The Hong Kong Polytechnic U niversity, D ept1 of C ivil and S tructura l Engineering, Hong Kong Kow loon;

31 College of W ater Conservancy and Hydropower Engineering, Hehai U niversity, N anjing　210098)

Abstract:Based on the equation of M ichaelis2Menten, the theory of nonlinear system was used to study the characteristic

of freshwater algae in Tai Lake1 Numerical study was used to research the effects of phosphorus on the growth of algae1 It

was found that within determ inate initial value of phosphorus, the more the initial value of concentration of phosphorus,

the more the biomass of algae and the sooner it reached the peak value1 V ia numerical study, we also found that the more

the standing crop biomass, the sooner it reached the first peak value, but the time reached the peak value again was inde2
pendent of the standing crop biomass1 W hen the mortality of algal was changed, the character of the system was changed

too, because the variation of concentration of phosphorus and the biomass of algae with time and the final stabile state of

those were changed1 The conclusion was that there was a stabile state while the growth of algal, the state was independent

of the initial value of the system, but it was changed when the parameter of the system changed1

Key words:Nonlinear; A lgae; A lgae bloom; B ifurcation


