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摘 要 运用分 形理论得 到了描述鱼类形态的基本 关系式
,

既扩展了传统上对鱼类形状描 述的

思路
,

又回答 了鱼类体长 一体重关系式 甲 � ��� 在实际运用 中长期存在的量纲不和谐问题
。

还

对体长一体重 函数关系 的普适性
、

参数 � 和鱼类生长发育过程 的阶段性
、

鱼类肥满度定义等进

行 了分析和讨论
�

关健词 鱼类
、

体长一体重关系
、

分形特征

鱼类体长一体重 ���� 咐 关系是鱼类生物学研究中经常涉及的主要内容之一
,

应用十分

普遍
�

� � � � ��� ! �� ��� 通 过假 设 鱼类体 重 与体长 的立方成 正 比
,

提 出了 著名 的 � ��

� ��� !
��� �� 生长方程

,

奠定了鱼类生长研究的基础 川
。

目前应用较多的是将鱼类的体长 �

体重关系描述为 附 � ���
,

其中 � 和 � 的值由统计分析给出
。

已经有作者注意到应该赋予

该式以生物学意义
,

如华元渝等认为参数
�
表示鱼的重量增加系数与体长增长系数之 比

,

参数 � 表示鱼类开始主动摄食时的重量和长度之 比乘以初始长度的负 � 一 ’�� � 李星额等认

为参数
�
表示 同一瞬时相对体重增长率与相对体长增长率之比等 �� 

。

然而
,

用 砰 � ��� 描

述鱼类体长一体重的关系时
,

实际上是在用长度单位 �� 测度重量 �刚
,

这里的量纲和谐问

题如何解决
,

被长期地忽略了
�

要解决鱼类体长一体重关系解析中的量纲不 和谐问题
,

并

赋予体长一体重关系以 明确
、

清晰的物理学和生物学意义
,

用欧氏几何是难以完成的
。

本

研究尝试利用 分形几何 ��� 
�
�� ��

� � �卿�的理论
,

对鱼类体长一体重关系进行推导
,

分析

其物理学和生物学的意义
,

并对有关的问题进行初步讨论
。

问题的提出

经常使用的鱼类的体长一
体重关系为

�

附 � ��� ���

根据量纲分析可知
,

如果参数
�
为无量纲量

,

则参数 � 的量纲为 刚 �� �
如果参数

� �

�
,

则参数 � 的量纲为密度量纲 刚 刀
�

将鱼体重量 � 用 � �� �为鱼体的密度
,

叻鱼体的体积 �表示
,

则 ��  式变成
�

� � �� � ���� ���

‘

国务院三峡工程建设委员会办公室和中国长江三峡工程开发总公司资助项 目【�� �� �� 一 ��用� ���

�� 联系地址
�

��� �� �� �北京车公庄西路�� 号国务院三峡工程建设委员会办公室

��� � 一� �一 ��收到 � �� � �� �
一 ��修回



� 期 黄真理等
�
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在式 �� 中
,

如果 �为常数
,

即鱼为均质体
,

体长一
体重关系实际上 表示 了体长一体积关

系
�

当 � � � 时
,

式 �� 表示鱼的体长一体积关系符合欧氏几何中的体积 随长度的变化关

系
。

当 � 羊 � 时表明鱼的体积一
体长关系不符合欧氏几何的体积随长度变化关系

,

即当长

度增长兄倍
,

体积的增长不是矛倍
,

而是兄
‘

倍
。

因此
,

如果要认识式 ��� 的真实物理含义
,

需

要转变测度观
。

这需要应用分形几何的理论才能完成
。

� 鱼类形态基本特征和体长�
体重关系推导

鱼类的体形千差万别
,

有纺锤形 �如金枪鱼�
,

有扁形 �如蝴蝶鱼�
,

有球形 �如箱纯和河

鱼曲
,

有长形或带形的 �如鳗鲡
、

带鱼 �
,

还有十分不规则的体形 �如海马�
。

数学上
,

这些体

形都可以看作非规整的空 间几何体
。

���  ! �� �� 洲提出非规整曲面围成的三维欧氏空间的

封闭几何体的体积一表面积关系为
�

�
, ‘’�� � , ‘”

�� �

式 中 � 为非规 整 曲面 的欧氏体积 � � 为非规整曲面 的表面 积 � � 为 非规 整曲面 的分维

�� 朗 �� � 以�
� � ��� � �

�

如 � 为欧氏面积
,

即量纲为 【若」
,

利用量纲分析 �� 
,

则式 �� 可写成
�

� � �� 占
, 一 ” � � ‘’ �� �

式中 气为常数
� 占为测量码尺

,

量纲为 【��
。

该式的量纲是和谐的
。

如果在实际测量中采用的码尺保持不变
,

则
�

� � �
【� , ‘”

�� �

式中 气� 占介, � 气
。

该式是三维欧氏空间中复杂曲面围成的封 闭几何体的体积一表面积关

系
,

可以作为描述鱼类形态的一个基本关系
。

式 ��� 中 � 可通过测量鱼的体重表达
,

但鱼类的体形属非规整形状
,

表面积 � 难以测

量
。

在实际测量和计算中
,

常常用其它形态测量参数
,

如长
、

宽
、

高
、

胸围
,

甚至还包括鱼的

某些器官的尺寸如头长
、

鳞径等
,

作为描述鱼类形态的特征长度
,

其中鱼的体长 �或叉长
、

全长�是最常测量和使用的特征长度参数
。

将鱼的表面积 � 用特征长度 � 表示成
�

� � �
,

刃
, ,

�� �

式中 � 为无量纲系数 �

气为量纲 �厂�的参数 � � 为鱼 的特征长度
。

如果鱼的特征长度 � 为体长
,

将 �� 式代人 ��� 式
,

可 以得到鱼类体积一
体长关系为

�

� � �乙
, ”’� “

�� �

式中 � 二 气衬
‘” �

对
‘”

占介�
� 气

。

如果 �� 式中 � 用鱼的宽度
、

高度等可测量尺寸代替
,

可得到相应的体积一宽度
、

体积 �

高度关系
。

因此
,

��� 式可以扩展 对鱼的形状描述的思路
。

将 � 二 �毗人 �� �式
,

可以得到
�

附 � 户人厂
’” � “

�� �

这就是从分形理论出发推导出的鱼类体长一
体重关 系

口

如令 � � ��
、

� � � � � �
,

则 �� 与

�� 式是一致的
。
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� 应用分析与讨论

�
�

� 关于体长一体重函数关系的普适性问题

在研究鱼类的可量性状之 间的关系时
,

如体长一
体重关系

、

年龄一体重关系
、

年龄一体长

关系等
,

通 常采用 的都是统计方法
,

看重的是相关系数
。

事实上
,

即使是两个毫无关系的

物理 量
,

用统计方法 也能找到两者之 间的
“

相 关
” 。

但真正 具有普适意义的函数关系的建

立
,

必 须考虑各统计性状的生物学意义与量纲和谐问题
,

这是本研究用分形理论研究鱼类

体长一体重关 系的 目的
。

分形理论最初由 � � � � � �� �� �� 在
“

英国的海岸线到底有多长
”

一文

提出其基本思 想
,

并得到逐步完善
,

目前在处理各类非线性问题上得到了很广泛的应用
。

但在水生 生物方面
,

国 内仅见蔡庆华等对芦苇生长格局的研究 �� 
。

本研究用分形理论得到

了描述鱼类形态的基本关系式 �� �
,

在假定鱼类是匀质体
,

且其表面积可 以用式 �� 表达的

基础上
,

推导出体长一体重的关系式 �� �
。

��� 式的简约记述即是经常采用的描述鱼类体长

一
体重关系的幂指数关系式 �� � ��� �

,

只不过这里参数
� 所包含的鱼类生长过程中的分

维特征被明确认识了
。

除 � � � �� 外
,

被用来描述鱼类体长一体重关系的函数还有 � � � � 十 �
、

甲 � �
, � 瓦

乙 � 瓦若
、

� � ��
“ ‘

知 � � ��
�

等
�� 

。

各式中
。、

� 为参数
,

袱 �分别为体重和体长
。

基于 一

种数学逼近方式的思考
,

过去的研究者没有去认识这些关系式和 � 二 ��� 所具有的质的区

别
。

实际上
,

如果要用 � 去测度 班 在上述函数关系中
,

参数
。

、

� ��
,

、

气
、

�
�

�必须是有量纲

的
,

但在此其物理意义
、

生物学意义均不明确
,

存在量 纲不和 谐的问题
,

不具有可 比性和普

适性
。

而 �� 式是基于鱼类体积一表面积关系 ��� 式 �导出
,

式中各参数的量纲是和谐 的
。

大量应用表明
,

用 牙 � � �� 方程表达的鱼类体长一
体重关系是最好的�� 

,

也反映了该方程 的

内在合理性
。

�� � 关于参数
� 和鱼类生长发育 尸 二 �厂的过程

由 �� �式可知
,

参数
� � �� � �

。

这里 � 是 ��� 式 中用量纲 �厂」测量鱼表面积 �非规整

曲面 �时的无量纲系数
,

� 为非规整曲面的分维
。

当密度恒定时
,

分维 � 实际上表达了鱼

的体积和 表面积生长的均匀程度
。

当 � � � � � 时
,

表示生长均匀 � � 越远离 �
,

表示生长

越不均匀
。

参数
“ 和分维 � 是倒数关系

,

也表达了鱼体表面积的分形特征
。

当 � 二 � � �

时
,

相应地 � � �
,

这与 � �� � �闻�� ��� 关于体重与体长的立方成正 比时
,

鱼类为均匀生长

的假设相 吻合
。

凡� �� � 也认为
, �

值可 以用来判断鱼类是否处于等速生长
。

因此
,

参数
�
表

示了鱼类生长发育的不均匀性 �� 
,

这种不均匀性是 由于 体重 �或体积 �和体长不均匀增长

带来的
。

从过去的一些研究者利用 � � ��� 关系拟合计算的参数
�
值

,

可 以发现
�

��� 鱼类的幼

鱼和成鱼之间
、

雌雄之间的 �
值相差较大

,

不 同种群之间
�
值也有差异

,

在所引用的资料范

围内
, �

值的变辐达 �
�

�一�
�

��
� �� 在幼鱼阶段

,
� 值多低于 �

,

呈 强异速性生长
,

随着鱼的长

大
,

异速性减弱
,

发育趋向均匀
,

到成鱼时 �
值都接近 或大于 �

,

如都阳湖的鲤
,

体长小于

��
�

�� � 时 � 值为 �� � �  
,

大于 ��
�

� 时为 ��  � � � �� 鱼类从幼鱼到成鱼的生长发育过程可概

况为
�

异速生长一 等速生长一异速生长 �表 � �
。

对从四川上 游获得的圆 口铜鱼
、

铜鱼
、

吻如的样本进行了分析
,

也发现这样的规律
�

即
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表� 不同鱼类体长 �
体, 关 系的参数

�
值

� ��
�

� � �� �� � � � ���  ���� �� � � �� �
�� 渊

��� � �� �  
! !∀

�
#�

�
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a
值

Pan”刀 e te r a
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雌青 雄鱼 协IOP ha尽ngo如
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鱼类在 不同的生 长阶段
,

对应的 “ 值不 同
,

且变化幅度较大
。

低龄鱼 a
值偏小

,

高龄鱼 a
值

偏大
, “ 值随着体长的变化单调增加

。

如果计算样本包括所有年龄范围
, “

值趋于 3( 表 2;

图 1)
,

鱼类的生 长发育
,

从 出生到死亡
,

经 历 了不 同的时期或阶段
。

在不同的生 长阶段
,

身

体结构
、

生 理结构
、

食性
、

生 长速率等都有明显的变化
。

这种阶段性
,

从分形理论的角度来

看
,

表明了鱼的生长过程中的多重分形性质
。

因此
,

鱼类体长一体重关系 (8) 式在不同的生

长阶段
,

其相应的参数是不 同的
,

应根据鱼类生长阶段的不 同
,

分段处理
,

计算参数值
。

在

具体操作上
,

可将获得 的鱼 的体重
、

体长数据点绘在坐标图上 (最好是双对数坐标 )
,

通过

表2 不同体长范围内几种鱼类体长
-
体 , 关系(肚bf )的a

值
’

T
a

b

.

2
V

al
u e s o

f
Pa

r a n l e
te

r a
i

n
di

ffe
re

n
t

h
x

ly l
e n

g th i
n

te
rv al

s o
f

v a
ri

o

us

s

pe

e
i

e s o
f fi

s

he

s
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日sh s
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ele s
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h
e n o tl
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玫
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图上数据的变化趋势划分阶段
,

确定分

段的转折 点
,

在每 个 区段 内分别 应用

(8)式
。

1 3 关于肥满度

肥满度 (亦称丰满度)
,

用来比较不

同种群鱼的饵料保障的丰欠和利用程

度
,

定义为
:

尺 = (砰/ L3 ) x 100 (9)

式中
:
附为体重

,

单位 g;L 为体长
,

单位 cm ; R 为肥满度
,

绝对值没有意义
,

用于不 同鱼类
,

或同种鱼类的不 同种群

之 间的相互 比较
.

将 (8) 式代人 (9) 式有
:

10000

匡匡匡二二匡匡口口 川 }}}}} 匡二二二二圃圃

霆霆霆霆霆霆霎霎奎毒毒毒 霎霎隆隆昌昌
曰曰曰曰曰曰州州州十十

一
一jjj 日卜卜卜卜卜

拳拳拳拳拳拳寿寿{豪鹉鹉
尾二-------

州州州州州州一翻翻, 巴一一一一 目目

鑫鑫鑫鑫旨旨昌昌霭翔鲤鲤凑奎奎鑫鑫崖崖昌昌
卜卜,, 一朴」」

妙二卿
‘年卜勺。山洲雄

100

体长 B心d y l
e n g t h / ( m m )

1 0 0 0

图 1 圆口铜鱼体长 -体重关系的双对数 曲线

R g
.
1 Lo gari tb lnie c

urv
e of 助飞让卜w eig h t re lati

o
ns hi P

of co re ius
g u ic h en

o 万

牙= 2 x 10 一 5

刀 994 : rZ = 0
.
9936

天 =
(户无君

一 ’
)

x 1 0 0

此式表明
,

鱼类的肥满度与体长和参数 a 有关
.

}二31越大
,

体长的影响越大
.

道 平乙关系
,

可将肥满度定义进行修改
:

(10)

如果知

R ‘
=

( 砰/均
x 100 (11)

式中 R ‘

为修正的肥满度
,

其余同前
。
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